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3.5     ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
            Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου  σελίδας  88 - 89 
 
A΄ Oµάδας 

1.i)     
Να λύσετε την εξίσωση    ηµx = 0 
Λύση 
ηµx = 0   ⇔    ηµx = ηµ0     ⇔      x = 2kπ + 0    ή   x = 2kπ + π – 0,   k∈ℤ  
Σηµείωση:   Οι  λύσεις αυτές διαφορετικά γράφονται   x = kπ,   k∈ℤ  
 
 
 
1.ii)    

Να λύσετε την εξίσωση    ηµx = 
2

2
 

Λύση 

ηµx = 
2

2
   ⇔      ηµx =  ηµ

4

π
    ⇔      

                               x = 2kπ +
4

π
    ή   x = 2kπ + π –

4

π
 ,  k∈ℤ   ⇔  

                               x = 2kπ +
4

π
    ή   x = 2kπ + 

3

4

π
 ,  k∈ℤ    

 
 
1.iii)   
Να λύσετε την εξίσωση    συνx = 0 
Λύση 

συνx = 0     ⇔      συνx = συν
2

π
    ⇔     x = 2kπ + 

2

π
   ή  x = 2kπ –

2

π
 ,  k∈ℤ . 

 Σηµείωση:   Οι  λύσεις αυτές διαφορετικά γράφονται   x = kπ +
2

π
,   k∈ℤ  

 
 
1.iv)   

Να λύσετε την εξίσωση    συνx = 
2

2
 

Λύση 

συνx = 
2

2
    ⇔     συνx = συν

4

π
    ⇔     x = 2kπ + 

4

π
   ή  x = 2kπ –

4

π
 ,  k∈ℤ . 
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2.i)     

Να λύσετε την εξίσωση    ηµx = –
1

2
 

Λύση 

ηµx = –
1

2
    ⇔   ηµx = – ηµ

6

π
    ⇔   ηµx =  ηµ

6

π − 
 

    ⇔  

x = 2kπ –
6

π
     ή     x = 2kπ  + π + 

6

π
 ,   κ∈ℤ       ⇔  

x = 2kπ –
6

π
     ή     x = 2kπ +

7

6

π
 ,   k∈ℤ        

 
 
2.ii)    
Να λύσετε την εξίσωση    ηµx = – 1 
Λύση 

ηµx = –1    ⇔    ηµx = – ηµ
2

π
      ⇔    ηµx =  ηµ

2

π − 
 

    ⇔  

x = 2kπ –
2

π
     ή      x = 2kπ + π + 

2

π
 ,    k∈ℤ        ⇔  

 x = 2kπ –
2

π
     ή      x = 2kπ + 

3

2

π
 ,    k∈ℤ  

        
 
2.iii)    

Να λύσετε την εξίσωση    συνx = –
2

2
 

Λύση 

συνx = –
2

2
    ⇔    συνx = – συν 

4

π
    ⇔    συνx =  συν

4

π π − 
 

    ⇔    

συνx =  συν 
3

4

π
    ⇔      x = 2kπ ±  

3

4

π
 ,   k∈ℤ  

 
 
2.iv)    
Να λύσετε την εξίσωση    συνx = –1 
Λύση 
συνx = –1     ⇔     συνx =  συνπ     ⇔      x = 2kπ ±  π ,   k∈ℤ  
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3.i)     
Να λύσετε την εξίσωση    εφx = 0 
Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx,  πρέπει   x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

 εφx = 0     ⇔    εφx = εφ0    ⇔     x = kπ + 0,  k∈ℤ  
 
 
 
3.ii)    

Να λύσετε την εξίσωση   εφx = 
3

3
 

Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx,  πρέπει   x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

εφx = 
3

3
    ⇔    εφx = εφ

6

π
     ⇔     x = kπ + 

6

π
,   k∈ℤ  

 
 
3.iii)   
Να λύσετε την εξίσωση   σφx = 1 
Λύση 
Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  σφx,  πρέπει   x ≠  kπ,  k∈ℤ  

σφx = 1     ⇔    σφx = σφ
4

π
     ⇔       x = kπ + 

4

π
,   k∈ℤ  

 
 
3.iv)   
Να λύσετε την εξίσωση   σφx = 3  
Λύση 
Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  σφx,  πρέπει   x ≠  kπ,  k∈ℤ  

σφx = 3      ⇔     σφx =  σφ
6

π
     ⇔      x = kπ + 

6

π
,   k∈ℤ  
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4.i)    

Να λύσετε την εξίσωση   εφx = –
3

3
 

Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx,  πρέπει   x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

εφx = –
3

3
   ⇔   εφx = – εφ

6

π
   ⇔    εφx =  εφ

6

π − 
 

    ⇔   x = kπ – 
6

π
,   k∈ℤ  

 
 
4.ii)    

Να λύσετε την εξίσωση   σφx = – 
3

3
 

Λύση 
Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  σφx,  πρέπει   x ≠  kπ,  k∈ℤ  

σφx = –
3

3
  ⇔   σφx = – σφ

3

π
    ⇔    σφx = σφ

3

π − 
 

    ⇔    x = kπ – 
3

π
,   k∈ℤ  

 
 
5.i)    
Να λύσετε την εξίσωση   (1 – ηµx) (2ηµx − 3 ) = 0  
Λύση 

(1 – ηµx) (2ηµx − 3 ) = 0                   ⇔  

1 – ηµx = 0      ή      2ηµx − 3  = 0     ⇔  

ηµx = 1            ή      2ηµx = 3             ⇔   

ηµx = 1            ή      ηµx = 
3

2
            ⇔  

ηµx = ηµ
2

π
   (1)   ή      ηµx = ηµ

3

π
    (2) 

(1)    ⇔     x = 2kπ +
2

π
    ή    x = 2kπ + π –

2

π
     ⇔     x = 2kπ +

2

π
 ,   k∈ℤ          

(2)    ⇔     x = 2λπ +
3

π
    ή    x = 2λπ + π – 

3

π
    ⇔           

               x = 2λπ +
3

π
   ή    x = 2λπ +

2

3

π
 ,   λ∈ℤ  
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5.ii)    
Να λύσετε την εξίσωση    (2ηµx + 2 )(1– συνx) = 0  
Λύση 

(2ηµx + 2 )(1– συνx) = 0    ⇔    2ηµx + 2 = 0          ή    1– συνx = 0     

                                                       2ηµx = – 2             ή     συνx = 1        

                                                       ηµx = – 
2

2
   (1)    ή     συνx = 1    (2) 

(1)    ⇔      ηµx = – ηµ
4

π
     ⇔     ηµx =  ηµ

4

π − 
 

           

                                                        x = 2kπ – 
4

π
    ή    x = 2kπ + π +

4

π
,     k∈ℤ      

                                                        x = 2kπ – 
4

π
    ή    x = 2kπ +

5

4

π
,     k∈ℤ         

(2)    ⇔     συνx = συν0     ⇔      x = 2λπ,   λ∈ℤ  
 
 
 
6.i)   
 Να λύσετε την εξίσωση   ( 3  + εφx) (1– εφx) = 0  
Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx,  πρέπει   x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

 ( 3  + εφx) (1 – εφx) = 0      ⇔     3  + εφx = 0     ή    1 – εφx = 0      

                                                          εφx = – 3          ή    εφx = 1                   

                                                          εφx = – εφ
3

π
      ή    εφx =  εφ

4

π
     

                                                          εφx = εφ(–
3

π
 )   ή    εφx =  εφ

4

π
              

                                                          x = µπ – 
3

π
    ή    x = µπ + 

4

π
,   µ∈ℤ  
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6.ii)    
Να λύσετε την εξίσωση   (2συνx +1) ( 2xεϕ – 3) σφx = 0  
Λύση 
Περιορισµός:   Για να ορίζονται η  εφx  και η  σφx,  πρέπει    

x ≠  kπ + 
2

π
,  κ∈ℤ      και     x ≠  λπ,  λ∈ℤ       

(2συνx +1) ( 2xεϕ – 3) σφx = 0       ⇔  

2συνx +1 = 0    ή      2xεϕ – 3 = 0   ή      σφx = 0    ⇔  

2συνx  = –1       ή      2xεϕ = 3        ή       σφx = 0    ⇔  

συνx = –
1

2
   (1)   ή   εφx = 3   (2)    ή    εφx = – 3    (3)      ή    σφx = 0   (4)      

(1)    ⇔   συνx = – συν
3

π
      ⇔    συνx = συν(π –

3

π
)      ⇔      

                                                        συνx = συν
2

3

π
    

                                                        x = 2kπ + 
2

3

π
   ή    x = 2kπ –

2

3

π
 ,  k∈ℤ  

(2)     ⇔      εφx = εφ
3

π
     ⇔     x = kπ +

3

π
 ,  k∈ℤ  

(3)     ⇔      εφx = – εφ
3

π
   ⇔     εφx = εφ(–

3

π
)    ⇔     x = kπ –

3

π
,   k∈ℤ        

(4)     ⇔      σφx = σφ 
2

π
    ⇔     x = kπ +

2

π
,    k∈ℤ     που απορρίπτονται από τον 

                                                                                           περιορισµό                                                                                   
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7.     
Χρησιµοποιώντας τριγωνοµετρικούς πίνακες ή επιστηµονικό  κοµπιουτεράκι να 
λύσετε τις εξισώσεις 
i)   ηµx = 0,951               ii)   συνx = – 0,809               iii)   εφx = 28,636 
Λύση 
i) 

ηµx = 0,951  ⇔   ηµx = ηµ
2

5

π
      

                             x = 2kπ + 
2

5

π
   ή   x = 2kπ + π –

2

5

π
    

                             x = 2kπ + 
2

5

π
   ή   x = 2kπ + 

3

5

π
 ,  k∈ℤ  

ii) 

συνx = – 0,809     ⇔    συνx = – συν
5

π
       

                                      συνx = συν(π –
5

π
)      

                                     συνx = συν
4

5

π
    ⇔    x = 2kπ ±

4

5

π
,  k∈ℤ  

iii)   

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx,  πρέπει   x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

εφx = 28,636    ⇔    εφx = εφ
22

45

π
    ⇔     x = kπ + 

22

45

π
,   k∈ℤ  

 
 
8.i) 
Να λύσετε την εξίσωση    2ηµ3x = 3  
Λύση 

2ηµ3x = 3    ⇔     ηµ3x = 3
2

         

                                 ηµ3x = ηµ
3
π          

                                 3x = 2kπ +
3
π      ή   3x = 2kπ + π –

3
π          

                                 x = 2k
3
π  + 

9
π    ή    x = 2k

3
π  + 2

9
π ,   k∈ℤ    
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8.ii) 
Να λύσετε την εξίσωση    συν x

5
+ 1 = 0 

Λύση 

συν x
5

+ 1 = 0     ⇔    συν x
5

= – 1    ⇔    

                                    συν x
5

= συνπ     

                                   x
5

 = 2kπ + π,   k∈ℤ     ⇔     x = 10kπ + 5π,   k∈ℤ  

 
 
 
 
8.iii) 
Να λύσετε την εξίσωση    3εφ 2x

7
= 3  

Λύση 

3εφ 2x
7

= 3     ⇔     εφ 2x
7

= 3
3

         

                                    εφ 2x
7

= εφ 
6
π       

                                   2x
7

= kπ + 
6
π ,   k∈ℤ      

                                   12x = 42kπ + 7π,   k∈ℤ      ⇔       x = 42k 7
12
π+ π ,   k∈ℤ             

 
 
9.i)     

Να λύσετε την εξίσωση    ηµ x
3

π + 
 

 = –1 

Λύση 

ηµ x
3

π + 
 

 = –1     ⇔      ηµ x
3

π + 
 

 = ηµ
2

π − 
 

        

                                          x + 
3

π
 = 2kπ –

2

π
    ή    x + 

3

π
 = 2kπ + π +

2

π
,     k∈ℤ   

                                          x  = 2kπ –
2

π
 – 

3

π
   ή    x  = 2kπ + π +

2

π
 – 

3

π
    

                                          x  = 2kπ –
5

6

π
         ή    x = 2k + 

7

6

π
  , k∈ℤ  
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9.ii)    

Να λύσετε την εξίσωση    2συν 3x
4

π − 
 

 = 1 

Λύση 

2συν 3x
4

π − 
 

 = 1    ⇔     συν 3x
4

π − 
 

=
1

2
           

                                            συν 3x
4

π − 
 

= συν
3

π
 

                                            3x –
4

π
 = 2kπ + 

3

π
      ή     3x –

4

π
 = 2kπ–

3

π
,   k∈ℤ      

                                             3x = 2kπ + 
3

π
 + 

4

π
    ή      3x = 2kπ – 

3

π
 +

4

π
                 

                                             3x = 2kπ +
7

12

π
           ή      3x = 2kπ –

12

π
                        

                                             x = 
2k

3

π
 + 

7

36

π
          ή      x = 

2k

3

π
 – 

36

π
 , k∈ℤ  

 
9.iii)   

Να λύσετε την εξίσωση    εφ 5x
4

π − 
 

 = 3  

Λύση 

εφ 5x
4

π − 
 

= 3     ⇔     εφ 5x
4

π − 
 

= εφ
3

π
        

                                          
4

π
 – 5x = kπ +

3

π
,   k∈ℤ      

                                           –5x = kπ +
3

π
 – 

4

π
        

                                          –5x = kπ + 
12

π
       ⇔      x = 

k

5

π
−

60

π
−  , k∈ℤ  

 
 
10.i)     
Να λύσετε την εξίσωση    22 1 0ηµ ω+ηµω− = . 
Λύση 

∆ = ( )21 4.2. 1− −  = 1 + 8 = 9,           ηµω =  
1 9

2.2

− ±
= 

1 3

4

− ±
 =  

1

2
   ή   –1 

•      ηµω = 
1

2
    ⇔     ηµω = ηµ

6

π
         

                                     ω = 2kπ + 
6

π
    ή     ω = 2kπ + π – 

6

π
          

                                     ω = 2kπ + 
6

π
    ή     ω = 2kπ +

5

6

π
 ,  k∈ℤ  

•      ηµω = –1    ⇔     ω = 2kπ – 
2

π
,   ή     ω = 2kπ +

3

2

π
  ,  k∈ℤ  
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10.ii)    
Να λύσετε την εξίσωση    22 x 3 x 2 0συν + συν − = . 
Λύση 

∆ = ( )23 4.2. 2− −  = 9 + 16 = 25,           συνx =  
3 25

2.2

− ±
 =  

3 5

4

− ±
 =  

1

2
   ή   –2 

•      συνx = 
1

2
    ⇔      συνx = συν

3

π
     ⇔      x = 2kπ ±

3

π
,    k∈ℤ  

•      συνx  = –2    απορρίπτεται,  αφού   1 x 1− ≤ συν ≤  
 
 
 
10.iii)   
Να λύσετε την εξίσωση    23 t 3 2 3εϕ = + εϕ t 
Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφt,  πρέπει   t ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

23 t 3 2 3εϕ = + εϕ t    ⇔    23 2 3εϕ − εϕ t – 3 = 0 

∆ = ( ) ( )
2

2 3 4.3. 3− − −  = 12 + 36 = 48,             εφt = 
2 3 48

2.3

±
 =  

2 3 4 3

6

±
 

•      εφt = 
2 3 4 3

6

+
 =  

6 3

6
 = 3   =  εφ 

3

π
     ⇔      t = kπ + 

3

π
,   k∈ℤ  

•      εφt = 
2 3 4 3

6

−
 =  

2 3

6

−
 = 

3

3
−  = – εφ

6

π
 = εφ(–

6

π
) ⇔  t = kπ – 

6

π
  , k∈ℤ  

 
 
11.i)     
Να λύσετε την εξίσωση    2 2x 5 x 4ηµ + συν =  
Λύση 

2 2x 5 x 4ηµ + συν =   ⇔   2 21 x 5 x 4−συν + συν =       

                                         24 x 3συν =      

                                         2 3
x

4
συν =         

                                         
3

x
2

συν =    ή   
3

x
2

συν = −  

•      
3

x
2

συν =  = συν
6

π
   ⇔      x = 2kπ ±  

6

π
,   k∈ℤ  

•      
3

x
2

συν = −  = – συν
6

π
 = συν(π –

6

π
) = συν 

5

6

π
    ⇔    x = 2kπ ±  

5

6

π
,   k∈ℤ  
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11.ii)     
Να λύσετε την εξίσωση    εφx ⋅σφ2x = 1 
Λύση 
Περιορισµός:   Για να ορίζονται η  εφx  και η  σφ2x,  πρέπει    

x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ      και    2x ≠  λπ,  λ∈ℤ       

εφx⋅σφ2x = 1     ⇔    σφ2x = 
1

xεϕ
          

                                      σφ2x = σφx      
                                      2x = kπ + x,              

                                      x = kπ  , k∈ℤ   τιµές που απορρίπτονται λόγω των 

περιορισµών  

 
 
12.i)     
Να βρείτε για ποιες τιµές του  x,  η επόµενη συνάρτηση έχει τη µέγιστη και για ποιες 
την ελάχιστη τιµή της. 

                               f(x) = 3ηµ x
2

π − 
 

,    0 ≤  x < 2π 

Λύση 

Η µέγιστη τιµή της  f  συµβαίνει όταν το   ηµ( x – 
2

π
 )   γίνεται µέγιστο δηλαδή  1. 

ηµ x
2

π − 
 

 = 1  ⇔   ηµ x
2

π − 
 

 = ηµ
2

π
    

                                  x – 
2

π
 = 2kπ + 

2

π
,   k∈ℤ        

                                  x  = 2kπ + π       (1) 

Αλλά    0 ≤  x < 2π    ⇔     0 ≤  2kπ + π  < 2π         
                                            0 ≤  2k + 1  < 2     

                                           –1 ≤ 2k < 1        

                                          
1

2
−   ≤ k < 

1

2
   ⇔     k = 0   

(1)    ⇔    x = π 

Η ελάχιστη τιµή της  f  συµβαίνει όταν το  ηµ x
2

π − 
 

   γίνεται ελάχιστο δηλαδή  –1. 

ηµ x
2

π − 
 

 = –1    ⇔   x –
2

π
 =  2kπ – 

2

π
,   k∈ℤ    ⇔      x = 2kπ       (2) 

Αλλά    0 ≤  x < 2π    ⇔     0 ≤  2kπ < 2π         
                                            0 ≤  2k  < 2     
                                            0 ≤ k < 1    ⇔      k = 0   
(2)    ⇔     x = 0 
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12.ii)     
Να βρείτε για ποιες τιµές του  x,  η επόµενη συνάρτηση έχει τη µέγιστη και για ποιες 
την ελάχιστη τιµή της. 

                            g(x) = 7συν( x –
2

π
 ),    0 ≤  x < 2π 

Λύση 

Η µέγιστη τιµή της  g  συµβαίνει όταν το   συν( x –
2

π
 )   γίνεται µέγιστο δηλαδή  1. 

συν x
2

π − 
 

 = 1  ⇔   συν x
2

π − 
 

 = συν0      

                                    x – 
2

π
 =  2kπ,  k∈ℤ         

                                    x = 2kπ + 
2

π
      (3) 

Αλλά    0 ≤  x < 2π    ⇔     0 ≤  2kπ + 
2

π
  < 2π         

                                            0 ≤  2k + 
1

2
 < 2     

                                            0 ≤ 4k + 1  < 4          
                                            –1 ≤ 4k < 3        

                                            – 
1

4
 ≤ k <  

3

4
    ⇔      k = 0 

(3)   ⇔   x = 
2

π
  

Η ελάχιστη τιµή της g συµβαίνει όταν το  συν( x – 
2

π
 )  γίνεται ελάχιστο δηλαδή  –1. 

συν( x –
2

π
 ) = –1    ⇔      x – 

2

π
 =  2kπ + π,   k∈ℤ          

                                           x = 2kπ + 
3

2

π
        (4) 

Αλλά    0 ≤  x < 2π    ⇔     0 ≤  2kπ + 
3

2

π
 < 2π         

                                            0 ≤  2k + 
3

2
< 2     

                                            0 ≤  4k + 3 < 4           
                                            –3 ≤  4k < 1       

                                           –
3

4
 ≤  k <

1

4
    ⇔    k = 0 

(4)   ⇔    x = 
3

2

π
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13.     
Οι µηνιαίες πωλήσεις ενός εποχιακού προϊόντος (σε χιλιάδες κοµµάτια) δίνονται 

κατά προσέγγιση από τον τύπο  S = 75 + 50 . ηµ
 t

6

π
,   όπου  t  ο χρόνος σε µήνες και 

µε  t = 1  να αντιστοιχεί στον Ιανουάριο. 
i)   Να βρείτε ποιους µήνες οι πωλήσεις φτάνουν τις  100000  κοµµάτια. 
ii)  Να βρείτε ποιο µήνα έχουµε το µεγαλύτερο αριθµό πωλήσεων και πόσες είναι 
αυτές. 
Λύση 
i) 
100000,  σε χιλιάδες είναι  100 

S = 100    ⇔    75 + 50 . ηµ
 t

6

π
 = 100          

                         50 . ηµ
 t

6

π
 =  25          

                         ηµ
 t

6

π
 = 

25 1

50 2
=           

                         ηµ
 t

6

π
 = ηµ

6

π
     

                        
 t

6

π
 = 2kπ + 

6

π
     ή     

 t

6

π
 = 2kπ + π – 

6

π
,    k∈ℤ     

                        
 t

6

π
 = 2kπ + 

6

π
     ή     

 t

6

π
 = 2kπ + 

5

6

π
             

                         π t = 12kπ + π   ή   π t = 12kπ + 5π             

                         t = 12k + 1   ή    t = 12k + 5       (1) 
 
Αλλά   0 ≤  t  ≤12    ⇔       0 ≤  12k + 1  ≤12     ή      0 ≤12k + 5 ≤12    

                                                 –1 ≤  12k ≤  11     ή     –5 ≤  12k ≤  7               

                                                 –
1

12
 ≤  k ≤  

11

12
    ή     –

5

12
 ≤  k ≤  

7

12
          

                                                                            k = 0 
(1)    ⇔    t = 1   ή   t = 5.      
Το ζητούµενο, λοιπόν, συµβαίνει τους µήνες  Ιανουάριο και Μάϊο. 
 
ii) 

Για να έχουµε µέγιστο  S,  πρέπει και αρκεί να γίνεται µέγιστο το   ηµ
 t

6

π
,  δηλαδή   

ηµ
 t

6

π
 = 1    ⇔     ηµ

 t

6

π
 = ηµ

2

π
    ⇔    

 t

6

π
 = 2kπ +

2

π
,   k∈ℤ   ⇔  

π t = 12kπ + 3π     ⇔      t = 12k + 3           (2) 

Αλλά   0 ≤  t  ≤12    ⇔       0 ≤  12k + 3  ≤12        

                                              –3 ≤  12k ≤  9              

                                              –1 ≤  4k≤  3            
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                                              – 
1

4
 ≤  k ≤  

3

4
        ⇔     k = 0 

(2)   ⇔    t = 3 

Το ζητούµενο, λοιπόν, συµβαίνει το µήνα   Μάρτιο. 
 
 
 
 
Β΄ Oµάδας 
 
1.i)     

Να λύσετε την εξίσωση     ηµx + συν x
4

π − 
 

 = 0 

Λύση 

ηµx + συν x
4

π − 
 

 = 0    ⇔    συν x
4

π − 
 

 = – ηµx      

                                                  συν x
4

π − 
 

 = ηµ (–x)         

                                              συν x
4

π − 
 

 = συν x
2

π + 
 

      

                          
4

π
 – x = 2kπ + 

2

π
 + x    ή    

4

π
 – x = 2kπ – 

2

π
 – x,  k∈ℤ       

                                  – 2x = 2kπ + 
2

π
 – 

4

π
   ή   0 = 2kπ – 

2

π
 – 

4

π
               

                                – 2x = 2kπ +
4

π
    ή     0 = 2kπ – 

3

4

π
 (αδύνατη)         

                                                         x = – kπ – 
8

π
 ,  k∈ℤ  
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1.ii)     

Να λύσετε την εξίσωση     εφ2x – σφ 3x
3

π + 
 

 = 0 

Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζονται η  εφ2x  και η  σφ 3x
3

π + 
 

,  πρέπει    

2x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ      και     

3

π
 + 3x  ≠  λπ,  λ∈ℤ .      

εφ2x – σφ 3x
3

π + 
 

= 0    ⇔    εφ2x = σφ 3x
3

π + 
 

    

                                                    σφ 2x
2

π − 
 

 = σφ 3x
3

π + 
 

         

                                                    
2

π
 – 2x = kπ + 

3

π
 + 3x,    k∈ℤ             

                                                    –5x = kπ + 
3

π
 – 

2

π
        

                                                   –5x = kπ – 
6

π
        ⇔       x = –

k

5

π
 + 

30

π
 , k∈ℤ  

 
 
2.i)     
Να λύσετε την εξίσωση     εφx ⋅ηµx + 1 = ηµx + εφx 
Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx,  πρέπει    x≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ       

εφx ⋅ηµx + 1 = ηµx + εφx         ⇔     εφx ⋅ηµx – εφx + 1 – ηµx =  0      
                                                             εφx (ηµx – 1) – (ηµx – 1) = 0          
                                                             (ηµx – 1) ( εφx – 1) = 0               
                                                             ηµx – 1 = 0    ή    εφx – 1 = 0          
                                                             ηµx = 1    ή    εφx = 1                  

                                                             x = 2kπ + 
2

π
   απορρίπτονται  ή  εφx = εφ

4

π
      

                                                                                              x = kπ + 
4

π
,    k∈ℤ  
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2.ii)     

Να λύσετε την εξίσωση     2

1

xσυν
 – 2εφx = 4 

Λύση 

Περιορισµός:   Πρέπει   συνx≠ 0   ⇔   x≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ       

Γνωρίζουµε ότι   2

1

xσυν
 = 1 + 2xεϕ  

Η δοσµένη εξίσωση γράφεται    1 + 2xεϕ – 2εφx = 4     ⇔  

                                                    2xεϕ – 2εφx – 3 = 0. 

∆ = ( ) ( )2
2 4.1. 3− − −  = 4 + 12 = 16 

εφx = 
2 16 2 4

1 2
2 2

± ±
= = ±   =    –1   ή   3 

•      εφx = –1   ⇔   εφx = – εφ
4

π
   ⇔    εφx = εφ(–

4

π
)   ⇔    x = kπ – 

4

π
,   k∈ℤ             

 
•      εφx = 3    ⇔    εφx = –εφα  όπου  α  γνωστή γωνία    ⇔     x = kπ +α,   k∈ℤ  
 
 
 
3.     
Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης  εφx = 1  στο διάστηµα  (3π , 4π) 
Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζεται η  εφx  πρέπει    x≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ . 

 εφx = 1    ⇔     εφx = εφ
4

π
           

                           x = kπ + 
4

π
,   k∈ℤ .       (1) 

 x ∈ (3π , 4π)     ⇔    3π < x < 4π        

                                    3π < kπ + 
4

π
 < 4π      

                                    3 < k + 
1

4
 < 4          

                                   12 < 4k + 1 < 16            

                                   12 – 1 < 4k < 16 –1       

                                   11 < 4k < 15          

                                  
11

4
 < k <

15

4
      ⇔      k  = 3 

(1)    ⇒      x = 3π + 
4

π
    ⇒     x = 

13

4

π
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5.     

Να λύσετε την εξίσωση:     εφx = σφ x
3

π + 
 

   στο διάστηµα  [0, 2π) 

Λύση 

Περιορισµός:   Για να ορίζονται η  εφx  και η  σφ x
3

π + 
 

 ,  πρέπει    

x ≠  kπ + 
2

π
,  k∈ℤ      και     

3

π
 + x  ≠  λπ,  λ∈ℤ .      

εφx = σφ (
3

π
 + x)    ⇔    σφ(

2

π
– x ) =  σφ (

3

π
 + x)     

                                         
2

π
 – x = kπ + 

3

π
 + x,   k∈ℤ        

                                         –2x = kπ  + 
3

π
 – 

2

π
 

                                        –2x = kπ – 
6

π
   ⇔   

                                        – 2x = 
6k

6

π− π
    ⇔    x = 

6k

12

− π+ π
   (1) 

x∈ [0, 2π)     ⇔      0 ≤  x < 2π            

                                 0 ≤  
6k

12

− π+ π
 < 2π            

                                 0 ≤  – 6κπ + π < 24π 

                                 0 ≤  – 6k + 1 < 24        

                                 –1 ≤  – 6k < 23           

                                
1 23

k
6 6
≥ > −         ⇔      k = –3   ή  –2   ή   –1   ή   0 

(1)   ⇒    x  =  
( )6 3

12

− − π+ π
  =  

19

12

π
      ή      x  =  

( )6 2 13

12 12

− − π+ π π
=     ή 

 

               x  =  
( )6 1 7

12 12

− − π+ π π
=             ή      x  =  

12

π
 

 
 


